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Предложен новый подход к решению краевой задачи Гильбер­
та, основанный на непосредственном построении решения одно­
родной задачи. 
Пусть D является ( m + 1 )-связной областью, ограниченной за­
мкнутыми простыми непересекающимися кривыми Ляпунова L 0 , 
L 1 , ••• Lm, расположенными в плоскости комплексного перемен­
ного z = х + iy, из которых L 0 охватывает остальные. Требует­
ся найти функцию F(z) = u(z) + iv(z), аналитическую и одно­
значную в области D, непрерывно продолжимую на ее границу 
L = Uk'=oL.1:, по краевому условию 
Re[(a(t) + ib(t))F(t)] = a(t)u(t) - b(t)v(t) = c(t), {1) 
где a(t), Ь(t), c(t) - заданные на L действительные функции точ­
ки t контура L, имеющие разрывы первого рода в конечном чис­
ле точек t;.1:;, k; = 1,р;, j = O,m, и удовлетворяющие условию 
Гельдера на каждой из замкнутых дуг L;, соединяющих две со­
седние точки разрыва. Будем считать, что при обходе контура 
L; в положительном направлении за точкой t;.1:; следует точка 
t;.1: ·+l · Примем, что t;o пе является точкой разрыва коэффициен-
' --тов и обозначим t;p;+l = t30, j = O,m. Искомая функция F(z) 
может быть неограниченной вблизи некоторых из точек t;.1:,, т . е . 
удовлетворять условию 
ЕсJШ на L; отсутствуют точки разрыва коэффициентов, то будем 
считать, что Р; = О. 
Краевое условие (1) запишем в виде 
Re[e-iv(t) F(t)] = c(t)/JG(t)J, (2) 
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где G(t) = a(t) - ib(t), v(t) = arg G(t) - ветвь, непрерывная на 
каждой из дуг tjk; t;k;+l контура Lj, j = О, m, выбранная так, 
чтобы для kj = 1, Pj выполнялось соотношение 
О ~ v(tjk; +О) - v(tjk; - О) < 27Г. 
Поскольку функция G(t) непрерывна в точке tjo, то v(tjp +1 -
-- , О) - v(tjo + О) = 21Гlj, где lj - целое число, j = О, т. Следуя 
Н.И.Мусхелишвили [2, с. 256], точки разрыва коэффициентов, в 
которых разность v(tik; +О) - v(t;1c; - О) обращается в нуль или 
равна 7Г, будем называть особенными, а остальные точки разрыва 
коэффициентов - неособенными. 
Основная идея решения задачи (2) заключается в построении 
функции F0 (z) с условием F0 (t) =J О, t Е L, которая удовлетворяет 
краевому условию (2) при c(t) = О, т.е. Re[e-iv(t) F0 (t)] = О, Это 
условие равносильно равенству cos[ arg F0 ( t) - v ( t)] = О, что влечет 
Ф(t) = v(t) + 1Г/2 - f3j(t)1Г + 1Гnj, (3) 
где nj - произвольное целое число, fЗj(t) - функция, принимающая 
целые значения fЗjk; на каждой из дуг t;1c;tik;+i контура L;, j = 
О, m. Теперь обозначим 
ф( tjp;+l - О) - ф( tjo +О) = 21Гlj - 1Г{Зjр; = rej7Г, j = О, m. ( 4) 
Число 
m 
re = L::rej (5) 
j=O 
назовем индексом задачи (2), отвечающим данному классу реше­
ний. Пусть rej = 2N; - rejo, где Ni - целое число, rejo = О при 
четном rej, re;o = 1 при нечетном rej. Тогда в силу (4), (5) имеем 
m m 
re/2 = N - L rejo/2 = l:[Ф(tiP;+l - О) - Ф(tjo + О)]/27Г 
j=O j=O 
где N = L:;o Nj. Доказано, что функция F0 (z) имеет в области 
D ровно m нулей z1 , ... , Zm и m полюсов d1 , ... , dm, причем 
m 
F0 (z) = Ho(z) + L z :kd + ifЗo, 
j=l ] 
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где Ho(z)- аналитическая в D функция. Разделив теперь краевое 
условие (2) на действительную функцию ie-iv(t) F0 (t), придем к 
задаче Шварца 
Re[ F(t) ] = c(t) ( ) iFo(t) IG(t)lie-iv(t)F0 (t) = ci t' 
решение которой теоретических трудностей не представляет [1, 
с. 370]. Имеет место 
Теорема 1. Если N 2:: m, то решение краевой задачи Ги.л.ъ­
берта (2) с разрывными коэффициентами зависит от re - т + 1 
произвольных постоянных. Если О 2:: N < т и r - ранг системы 
из Зm - re действительных уравнений с 2m + 1 неизвестными 
Re11k, lm11k, {30 , то npu 2m + 1 2:: r решение F(z) задачи (2) зави­
сит от 2m - r + 1 произвольных постоянных, а nри 2m + 1 < r 
существует лишь nри выполнении r - 2m - 1 условий разреши­
мости. Если N < О, то единственное решение F(z) задачи (2) 
существует nри выполнении m - re - 1 условий разрешимости. 
При m =О из теоремы 1 вытекают результаты [З]. 
Применим полученные результаты к решению обратной кра­
евой задачи по параметрам (x,y,argz). Она заключается в на­
хождении конечной (m + 1)-связной области Dz с границей Lz, 
состояшей из m + 1 замкнутых кривых L~, ". , L';', причем L~ 
охватывает остальные и L{ = U~~ 1 L~8 , а также аналитической в 
Dz и непрерывно продолжимой на ее границу функции w(z), если 
w(z) lzEL{зp+1= fjзрн(х*), 
w(z) lzEL{з"+2= fjзp+2{Y), 
w(z) lzEL{зp+э= fjзр+з(О), 
m;p + е;р :5 х* :5 n;p + е;р; 
о :5 у :5 q;p; 
а}р7Г :5 е :5 а]р1Г. 
Постоянные О < m;p < n;p и qjp > О, р = О, n - 1,j = О, m за­
даются заранее, е;р и О :5 а}Р < а~Р :5 1 определяются в ходе 
решения. Переменная х = Rez на каждой из дуг L{3P+l связана с 
х* соотношением х* = х + ejp· Гельдеровы функции f;s опреде­
ляют в плоскости w границу Lw = ULL конечной { m + 1 )-связной 
области Dw, причем L~ охватывает остальные и все LL являют­
ся кривыми Ляпунова. Для определения функции z{ w ), обратной 
к искомой, аналитической и однозначной в Dw и непрерывно про­
должимой на границу, получаем следующую краевую задачу 
Rez(t) = x*(t), t Е L{;P+1 ; Imz(t) = y(t), t Е L{;P+2 ; 
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arg z(t) = O(t), t Е L{;P+3 • 
Запишем эти соотношения в виде одного краевого условия зада­
чи Гильберта Re [e-i"(t)z(t)) = c(t), краевой задачи Гильберта с 
разрывными коэффициентами в ( т + 1 )-связной области Dw. Так 
как искомая область Dz предполагается конечной, фувкцшо z(w) 
необходимо считать ограниченной в окрестности всех точек t; 6 • 
Тогда индекс полученной задачи Гильберта равен се= L:Т=о re; = 
-(т + 1)п, а искомая функция z(w) имеет вид 
. (Пi=о П~~1 (w - t;г)"'1 • 1") П;'::1 (w - w;) . _ 
z(w)=i П~ ·'··( )llm ( -d ·) exp{i(S(c(t),w)+ 1=О 'f'J W J=l W 1 
Итогом рассуждений является 
Теорема 2. Решен:ие ОКЗ по параметрам (х, у, arg z) яв.л..я­
ется единственным и опреде.л..яется форму.ttой {б} при выnо.ttне­
нии m-[r-{m+l)п] ус.ttовий разрешимости, где т - ранг системы 
уравнений относите.ttьно неизвестных Revk, lmvk, {30 , е;р · 
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